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Theoretical bias of parameters estimates for the stochastic background search
Albert Lazzarini 2004.06 .09

Statement of the problem

In estimating the stochastic background parameter, WGW ,  estimates of power spectra and cross-power spectra are calculated
using finite stretches of data. Consequently, these estimates necessarily have some level of measurement uncertainty or error
associated with them. In the literature of stochastic background estimation with gravitational wave data, it is assumed that
noise power spectra and cross-correlation spectra are known  a priori. In practice, these quantities are estimated by suitably
averaging periodograms. In considering the effect of these measurement uncertainties on estimation of parameters, it is useful
to start from the definitions of spectral estimates and their statistical properties and then to apply these results to the case of
stochastic background estimation.

ü Power spectrum estimation and it statistical properties

Consider  time series data streams x[i],y[i] containing NM samples and partitioned into N groups of M samples each. For
each partition of M points (of duration T), the discrete Fourier transform (DFT) of the time series data is given by,

Xi @!D = ‚
"=1

M

x@iM + "D e-2 p! "!ÅÅÅÅÅÅÅM ; i = 80, ..., N - 1<; ! = 81, ..., M<
where i is an index over epoch; ! is an index over frequency. Periodogram estimates of power, cross - power, etc. follow.
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ÅÅÅÅÅÅÅÅM À Xi @!D À2 ; E@Pè xi @!DD ª Px @!D
Var@Pè xi @!DD = EAPè xi @!D2 E - Px @!D2 = Px @!D2 ;

For a single instance of a power spectrum estimate or periodogram, the standard deviation equals the mean. In order to obtain
suitably precise estimates of power, it is necessary to average a large number of periodograms taken over different epochs.
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Similar expressions hold for Yi @!D.
ü Cross-power spectrum estimation and it statistical properties

Similarly, the cross-power spectrum is given by,
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Pè ixy @!D =
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ÅÅÅÅÅÅÅÅM  Xi
* @!D Yi @!D ; E@Pè ixy @!DD ª Pxy @!D

Var@Pè ixy @!DD = E@ » Pè ixy @!D »2 D - » Pxy @!D »2 = Px @!D Py @!D + » Pxy @!D »2 .

By averaging over many epochs, an estimate of cross-power is attained,
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ü Covariance between power and cross power estimates

Clearly,  cross-power  spectrum estimates  and power  spectrum estimates  made from the same data  set are correlated.  The
correlation is quantified by considering covariance of variance pairs of measurements,
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Covariance between power estimates may be written as,
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Application to estimation of bias in E[ YiÄÄÄÄÄÄT ]

ü CASE A: 

Consider first a simplified analysis in which PSDs are estimated from N discrete segments, including the one for which the
cross-correlation statistic, (CC),  is also  calculated. For simplicity in tracking the statistics in the analysis, assume further that
no coarse graining of overlapping Hann PSD estimation is applied. The inclusion of such details will change the coefficients
of the expansion results, but not the conclusions.

Now consider the statistic used in the stochastic background search,

Yi êT =

‚!=1
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where !@!D =
g@!D
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f! 3 and "@!D = !@!D 2 =

g2 @!D
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

f! 6 are filter functions. T is the duration of the epoch i, T  M.

The quantity  being  estimate  is  normalized  so  that  theoretically  its  mean value  is exactly  the  quantity  of interest,  WGW .
However,  we  want  to  determine  the  effect  of  measurement  uncertainty  in  the  estimates  of  power  and  cross-power.
We want to determine E@Yi êT D given that the estimators sè1

* @!D sè2 @!D = MÅÅÅÅÅÅ2  Pè i12 @!D , P` 1 @!D and P` 2 @!D each  have  statistical
fluctuations and correlations among themselves.
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Yi êT = $#i . Assume that with sufficient number of averages the fluctuations in
the denominators are sufficiently small to allow Taylor series expansion. Now consider first $,
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P1 @!£ D2  P2 @!£ D  „
!=1

M

 
!@!D 2 IP` 1 @!D - P1 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!D2  P2@!D +

+

ExpandCCstatistic.nb 4



2 $
êêê2

 „
!£ =1

M

 
!@!£ D2 IP` 1 @!£ D - P1 @!£ DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!£ D2  P2 @!£ D  „
!=1

M

 
!@!D 2 IP` 2 @!D - P2 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!D P2 @!D2 +

$
êêê2

 „
!£ =1

M

 
!@!£ D2 IP` 2 @!£ D - P2 @!£ DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!£ D P2@!£ D2  „
!=1

M

 
!@!D 2 IP` 2 @!D - P2 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!D P2 @!D2 -

$
êêê „

!=1

M

 
!@!D 2 IP` 1@!D - P1 @!DM2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!D3  P2@!D - $
êêê

 „
!=1

M

 
!@!D 2 IP` 2 @!D - P2 @!DM2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!D P2 @!D3 y{zzzzzzzz + OAIP` i @!D - Pi @!DM3 E
The last equation above is the expansion to second

order in power spectrum fluctuations. Next consider the cross - correlation term,

M#i ª „
!=1

M
!@!D sèi1

* @!D sèi2 @!DÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
P
`

1 @!D P` 2 @!D .

Following the approach above, define #i
êêêê

ª
1
ÅÅÅÅÅ
2 ‚

!=1

M
!@!D P12 @!DÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
P1 @!D P2 @!D , then express #i as an expansion,

#i ª
1
ÅÅÅÅÅ
2

 „
!=1

M
!@!D P12 @!D J1 +

IPè i12 @!D - P12 @!DMÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅPi12 @!D N
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
P1 @!D J1 +

IP` 1 @!D - P1 @!DMÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP1 @!D N P2 @!D J1 +
IP` 2 @!D - P2 @!DMÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP2 @!D N

#i =
1
ÅÅÅÅÅ
2

 „
!=1

M
!@!D P12 @!DÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
P1 @!D P2 @!D µ

ikjjjj1 +
HPè i12 @!D - P12 @!DLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P12 @!D y{zzzzµ

ikjjjjjjj1 -
IP` 1 @!D - P1 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP1 @!D +

ikjjjjj IP` 1 @!D - P1 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP1@!D y{zzzzz2

+ ...
y{zzzzzzzµ

ikjjjjjjj1 -
IP` 2 @!D - P2@!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP2 @!D +

ikjjjjj IP` 2@!D - P2 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP2 @!D y{zzzzz2

+ ...
y{zzzzzzz

#i º
1
ÅÅÅÅÅ
2

 „
!=1

M
!@!D P12 @!DÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
P1 @!D P2 @!D µ

ikjjjjjjj1 +
HPè i12 @!D - P12 @!DLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

Pi12 @!D -
IP` 1@!D - P1 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!D -
IP` 2 @!D - P2 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P2@!D +

ikjjjjj IP` 1 @!D - P1 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1@!D y{zzzzz 
ikjjjjj IP` 2 @!D - P2 @!DM

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
P2 @!D y{zzzzz +

ikjjjjj IP` 1 @!D - P1 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1@!D y{zzzzz2

+
ikjjjjj IP` 2 @!D - P2 @!DM

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
P2@!D y{zzzzz2

-

HPè i12 @!D - P12 @!DLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
P12 @!D  

IP` 1 @!D - P1 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1@!D -
HPè i12 @!D - P12 @!DLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P12 @!D  
IP` 2@!D - P2 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P2 @!D y{zzzzzzz + OAIP` i @!D - Pi @!DM3E
Combining the expansions leads to,

Yi êT º $
êêê

 
ikjjjjjjjj 1

ÅÅÅÅÅ
2

 „
!=1

M
!@!D P12 @!DÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
P1 @!D P2 @!D µ

ikjjjjjjj1 +
HPè i12 @!D - P12 @!DLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P12 @!D -
IP` 1@!D - P1 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!D -
IP` 2 @!D - P2 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P2@!D +

+

2

+

2

-y{ µ
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ikjjjjj IP` 1 @!D - P1 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP1@!D y{zzzzz 

ikjjjjj IP` 2 @!D - P2 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP2 @!D y{zzzzz +

ikjjjjj IP` 1 @!D - P1 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP1@!D y{zzzzz2

+
ikjjjjj IP` 2 @!D - P2 @!DM

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP2 @!D y{zzzzz2

-

HPè i12 @!D - P12 @!DLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP12 @!D  
IP` 1 @!D - P1 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP1 @!D -

HPè i12 @!D - P12 @!DLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP12 @!D  
IP` 2@!D - P2 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP2 @!D y{zzzzzzzy{zzzzzzzz µ

ikjjjjjjjj1 + $
êêê

 „
!=1

M

 
!@!D 2 IP` 1 @!D - P1 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!D2  P2@!D + $
êêê

 „
!=1

M

 
!@!D 2 IP` 2 @!D - P2 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!D P2 @!D2 -

$
êêê

 „
!=1

M

 
!@!D 2 IP` 1 @!D - P1@!DM IP` 2 @!D - P2 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!D2  P2 @!D2 +

$
êêê2

 „
!£ =1

M

 
!@!£ D2 IP` 1 @!£ D - P1 @!£ DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!£ D2  P2 @!£ D  „
!=1

M

 
!@!D 2 IP` 1 @!D - P1 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!D2  P2@!D +

2 $
êêê2

 „
!£ =1

M

 
!@!£ D2 IP` 1 @!£ D - P1 @!£ DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!£ D2  P2 @!£ D  „
!=1

M

 
!@!D 2 IP` 2 @!D - P2 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!D P2 @!D2 +

$
êêê2

 „
!£ =1

M

 
!@!£ D2 IP` 2 @!£ D - P2 @!£ DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!£ D P2@!£ D2  „
!=1

M

 
!@!D 2 IP` 2 @!D - P2 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!D P2 @!D2 -

$
êêê „

!=1

M

 
!@!D 2 IP` 1 @!D - P1@!DM2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!D3  P2@!D - $
êêê

 „
!=1

M
!@!D 2 IP` 2 @!D - P2 @!DM2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!D P2 @!D3 y{zzzzzzzz
Keeping terms to second order in products and cross - products of IP` i @!£ D - Pi @!£ DM IP` j @!D - Pj @!DM, we get,

Yi êT = $
êêê

 
1
ÅÅÅÅÅ2  „

!=1

M
!@!D P12 @!DÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP1 @!D P2 @!D µ

ikjjjjjjjj1 + $
êêê2

 „
!£ =1

M

 
!@!£ D2 IP` 1 @!£ D - P1 @!£ DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!£ D2  P2 @!£ D  „
!=1

M

 
!@!D 2 IP` 1 @!D - P1 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!D2  P2 @!D +

2 $
êêê2

 „
!£ =1

M

 
!@!£ D2 IP` 1 @!£ D - P1 @!£ DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!£ D2  P2 @!£ D  „
!=1

M

 
!@!D 2 IP` 2 @!D - P2 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!D P2 @!D2 +

$
êêê2

 „
!£ =1

M

 
!@!£ D2 IP` 2 @!£ D - P2 @!£ DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!£ D P2@!£ D2  „
!=1

M

 
!@!D 2 IP` 2 @!D - P2@!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!D P2 @!D2 +

$
êêê

 „
!£ =1

M
!@!£ D2 IP` 1 @!£ D - P1 @!£ DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!£ D2  P2 @!£ D - $
êêê „

!£ =1

M
!@!£ D2 IP` 1 @!£ D - P1 @!£ DM2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!£ D3  P2 @!£ D -

$
êêê

 „
!£ =1

M
!@!£ D2 IP` 1 @!£ D - P1 @!£ DM IP` 2 @!£ D - P2 @!£ DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!£ D2  P2 @!£ D2 + $
êêê

 „
!£ =1

M
!@!£ D2 IP` 2 @!£ D - P2 @!£ DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!£ D P2 @!£ D2 -

+ - - +
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$
êêê

 „
!£ =1

M
!@!£ D2 IP` 2 @!£ D - P2 @!£ DM2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!£ D P2@!£ D3 +
HPè i12 @!D - P12 @!DLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P12 @!D -
IP` 1 @!D - P1 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!D -
IP` 2 @!D - P2 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P2 @!D +

IP` 1 @!D - P1 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP1 @!D  

IP` 2 @!D - P2@!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP2 @!D +

ikjjjjj IP` 1 @!D - P1@!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP1 @!D y{zzzzz2

+
ikjjjjj IP` 2 @!D - P2@!DM

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP2 @!D y{zzzzz2

-HPè i12 @!D - P12 @!DLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP12 @!D  
IP` 1 @!D - P1 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP1@!D -

HPè i12 @!D - P12 @!DLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP12 @!D  
IP` 2@!D - P2 @!DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP2 @!D +

$
êêê

 „
!£ =1

M
!@!£ D2 IP` 1 @!£ D - P1 @!£ DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!£ D2  P2 @!£ D  
HPè i12 @!D - P12 @!DLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP12 @!D + $

êêê
 „
!£ =1

M
!@!£ D2 IP` 2 @!£ D - P2 @!£ DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!£ D P2@!£ D2  
HPè i12 @!D - P12 @!DLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP12 @!D -
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Next apply the expectation operator, E@ ...D, to the fluctuating quantities,
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All quantities E[...] can be evaluated by referring to the variance and covariance properties of power and cross-power spec-
trum estimates given earlier. Odd order estimates are identically zero for Gaussian random variables.
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Finally, we get the following for the bias in the estimate WGW = Yi êT,

Bias@Yi êT D = E@Yi êT D - $
êêê

 #i
êêêê

=
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+ 2 $
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This result corresponds to the case where the estimates P` 1 @!D and P` 2 @!D were made including

the epoch i for which Yi is being calculated. We see that the leading term in the bias is 2 êN,
plus a number of other terms involving the details of the spectrum. Thus even when P12 @!D Ø 0, the bias remains.

Referring to the earlier expression for #i , E@#i D º #i
êêêê

+
1

ÅÅÅÅÅÅÅN  „
!=1

M
!@!D P12 @!D » P12 @!D »2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!D2 P2@!D2 . This expression

has a bias that depends on < signal >3 ,

and therefore is much smaller for weak signals. This corresponds to our earlier observation that#i 
Y êT
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

s2 had much less bias.
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The limiting case of noiseless injection for the H1 - H2 pair gives : P12 @!D = P1@!D = P2 @!D = !@!D . Further,

all sums ö M. Also$êêê
 #i
êêêê

= 1 Hfor unity injected strengthL, $
êêê

=
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅM ; #i
êêêê

= M. In this case,

Bias@Yi êT D = E@Yi êT D - $
êêê

 #i
êêêê

= 1 µ J -
2

ÅÅÅÅÅÅÅN +
6

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅMN -
2

ÅÅÅÅÅÅÅN N +
1

ÅÅÅÅÅÅÅN  J1 -
2

ÅÅÅÅÅÅÅÅM N = -
3

ÅÅÅÅÅÅÅN +
4

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅNM ö -
3

ÅÅÅÅÅÅÅN + OA 1
ÅÅÅÅÅÅÅÅM E,

which is what has been observed via Monte Carlo injections.

ü CASE B: 

Consider next another simplified analysis in which PSDs are estimated from N discrete segments, but now these exclude the
segment for which the cross-correlation statistic, (CC),  is  calculated. Once again, for simplicity in tracking the statistics in
the analysis, assume further that no coarse graining of overlapping Hann PSD estimation is applied. The inclusion of such
details will change the coefficients of the expansion results, but not the conclusions.

In the case where the epoch i is not included, a number of terms from Case A are now zero. The answer becomes,
E@Yi êT D =

$
êêê

 #i
êêêê

µ
ikjjjjjjjj1 + 2 $

êêê2
 

2
ÅÅÅÅÅÅÅ
N
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!£ =1

M
!@!£ D4 » P12 @!£ D »2
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êêê2
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ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
P1 @!£ D2  P2 @!£ D2 +

0 - $
êêê 1

ÅÅÅÅÅÅÅ
N

 „
!£ =1

M
!@!£ D2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
P1 @!£ D P2 @!£ D - $

êêê
 

2
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M
!@!£ D2 P12 @!£ D2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
P1 @!£ D2  P2 @!£ D2 + 0 - $

êêê
 

1
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!£ =1

M
!@!£ D2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
P1 @!£ D P2 @!£ D y{zzzzzzzz +

$
êêê

 
ikjjjjjjjj0 - 0 - 0 +

1
ÅÅÅÅÅ2  

2
ÅÅÅÅÅÅÅN  „

!=1

M
!@!D P12 @!D » P12 @!D »2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

P1 @!D2 P2 @!D2 +
1
ÅÅÅÅÅ2  

1
ÅÅÅÅÅÅÅN  ‚

!=1

M !@!D P12 @!DÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP1 @!D P2@!D +
1
ÅÅÅÅÅ2  

1
ÅÅÅÅÅÅÅN  ‚

!=1

M !@!D P12 @!DÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP1 @!D P2 @!D -

1
ÅÅÅÅÅ2  

1
ÅÅÅÅÅÅÅN  ‚
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M !@!D P12 @!DÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅP1 @!D P2 @!D -
1
ÅÅÅÅÅ2  
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ÅÅÅÅÅÅÅN  ‚
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$
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1
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P1 @!D2  P2@!D2 y{zzzzzzzz

E@Yi êT D = $
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µ
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êêê
 

2
ÅÅÅÅÅÅÅN  „

!£ =1

M
!@!£ D2 P12 @!£ D2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
P1 @!£ D2  P2 @!£ D2

y{zzzzzzzz +
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Bias@Yi êT D = E@Yi êT D - $
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=
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$
êêê

 
1

ÅÅÅÅÅÅÅ
N

 
ikjjjjjjjj„!=1

M
!@!D P12 @!D » P12 @!D »2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
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It is seen that by excluding epoch i from the estimation of power spectra,
the leading 2 êN term from the earlier expression is cancelled by an equal and opposite term that was not present before. Now

all remaining bias correction terms are proportional to either P12 @!D and thus become negligible if P12 @!D Ø 0,
or they are proportional to $

êêê2 , which also reduces them to the point where they can be ignored. Note however,
that there remains a bias correction when a signal is present and if that signal is large compared to the detector power spectra.

In the limiting case of noiseless injection for the H1 - H2 pair : P12 @!D = P1 @!D = P2 @!D = !@!D ,

and all sums ö M. Also$
êêê

 #i
êêêê

= 1 Hfor unity injected strengthL, $
êêê

=
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅM ; #i
êêêê

= M :

Bias@Yi êT D = E@Yi êT D - $
êêê

 #i
êêêê

= 1 µ J 6
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
MN

-
2

ÅÅÅÅÅÅÅ
N
N +

1
ÅÅÅÅÅÅÅ
N

 J1 -
2

ÅÅÅÅÅÅÅÅ
M

N = -
1

ÅÅÅÅÅÅÅ
N

+
4

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
NM

ö -
1

ÅÅÅÅÅÅÅ
N

+ OA 1
ÅÅÅÅÅÅÅÅ
M

E,
This test has now been performed via Monte Carlo injections and the

bias for this case is indeed observed at a strength that is 1 ê3 the bias for Case A above.

Conclusions

It has been shown that the source of bias seen in the extraction of injected signal strength using the estimator for WGW  can be
understood  as  coming  from two  contributions:  estimation  errors  in  the  power  and  cross-power  spectra  and,  in  Case A,
correlations that persist between power and cross-power spectra measured with the same data set. By suitably excluding the
epoch for which cross-correlation is measured from the data with which power spectra are estimated, the residual bias can
then be made proportional to signal strength. Thus, unless and until we are in a regime where the detector power spectra are
signal-dominated, the residual bias is not an issue.

The effects discussed here are intrinsic to the use of measured estimates in the place of theoretical quantities in expression for
optimal signal filters. Moreover, the effects may be exacerbated by the non-linear manner (e.g., 1/P) in which the measured
quantities are used in constructing filters and normalization factors. In any such application, care must be taken to understand
and analyze the sources of bias to determine how to minimize them to an acceptable level that does not affect the answer.
Places where similar bias effects may be present and non-negligible are transfer function estimates and ratios of spectra or
derived quantities, such as those used to determine calibrations. Of course, optimal filters used in other GW searches may
also be affected by bias such as that discussed in this note.
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